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Chapitre 1 : les polynômes


A. Vocabulaire

1)
L’expression algébrique   
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      est un monôme (un seul terme)
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variable   exposant

2)
L’expression  
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 est appelée un polynôme, c’est-à-dire une somme de monômes ; le terme ‘-3’ est appelé terme indépendant (il ne dépend pas de la variable)

3)
Ce polynôme est ordonné suivant les puissance décroissante de x

Il est du troisième degré (c’est la valeur de l’exposant le plus élevé)

Il est complet : il ne manque aucun terme :  x3  x2  x1 x0 (x0 est le terme indépendant)

4)
On désigne souvent un polynôme par une lettre, en indiquant la variable entre parenthèses ; exemple : P(x) désigne un polynôme de variable x

5)
Cas particuliers : on appelle
binôme une somme de deux termes (3x-5)







trinôme une somme de trois termes ( 5x2+2x-3)







quadrinôme une somme de quatre termes







…pour plus de 4 termes, on dit simplement ‘polynôme’.

Exemple1 : 
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 est un quadrinôme ordonné et complet du troisième degré

Exemple2 : 
[image: image4.wmf]4

3

5

2

3

4

x

x

x

-

+

 est un trinôme non-ordonné et incomplet ; il est de degré 5.
Exercices : ordonne ces polynômes et donne leurs caractéristiques
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B. Valeur numérique d’un polynôme
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P

 est un polynôme de variable x. On peut calculer la valeur de ce polynôme pour différentes valeurs de x, en remplaçant x par sa valeur .

Exemple : si on prend 
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C. Opérations sur les polynômes

Tu as déjà appris à additionner, soustraire et multiplier des polynômes en première et en deuxième année. Cette année, nous apprendrons à les diviser.

Exercices (à réaliser sur feuille quadrillée)

1) réduis les termes semblables et ordonne par rapport aux puissances décroissantes de x

a) 5x² - 6 - 3x² + 5x - 7x² + 6x³ + 2 - 5x³ =

b) 8 - 5x² - 2 – x + 3x³ + 5x² + 6x + 5x³ - 2x² =

2) calcule la valeur numérique de ces polynômes

a) P(x) = 3x² - 4x + 5


pour x= 1

b) P(t) = t5 + 2t³ - 3t + 4


pour t= -2

c) P(a)= -3a³ + 2a² - 4a + 1

pour a= -1

d) Q(x)= x³ + 9x² + 8x + 2

pour x= 10

e) S(x)= 2x² - 7x + 5


pour x= -1/2

f) P(x)= -2x³ +7x² -2x – 2

pour x = -1/3



g) P(x)= 4x² - 5x + 3 – 6x³

pour x= ¼

3) calcule P(x) + R(x) 
puis 
P(x) - R(x)

P(x) = 4x³ - 2x² + 7x – 3 et R(x)=2x³ - 7x² + 6x + 9

4) calcule P(a) + R(a) 
puis 
R(a) - P(a)
et
P(a) – R(a)

P(a) = 2a² - 5a + 6 – a³  et R(a)= 4a² + 6 – 2a³ + 5a

5) calcule P(x) + R(x)
puis
R(x) – P(x)

P(x) = 5x³ - 2x² +5x – 3 et R(x)= 3x² + 4x + 5 – x³

6) calcule P(x) + R(x)
puis
R(x) – P(x)
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7) a)

3x² ( 2x – 5 ) =




b)
-4a ( 3a + 4 ) = 


c)

2y² ( 3y + 4 ) = 




d)
-3x4 (x² - 3 ) =

e)

a²b (4a² - 5b² ) = 



f)
-8a² ( ab³ - a³b) = 

Tu as multiplié un monôme par un polynôme ; en première année, on a appelé cela la ………

g)
(3a – 2b ) ( x + 2y ) =




h)
(-a² + 1) ( a – 3 ) =

i)
( -2a² + 5 ) (a² - a ) =




j)
( 2x - 5y ) ( 3x + y ) =


k)
(4a² - 3a ) (3a² + 5 ) =




l)
(-y³ + 6y ) ( y² - 2 ) =

Tu as multiplié deux binômes ; en première année, on a appelé cela la …………….

m)
( 2a – 5 ) (2a + 5 ) =

n)
(3 x + 4 ) (3x – 4 ) =

o)
( -3a² + b) ( -3a² - b) =

p)
( 5x³ - 2 ) ( 5x³ - 2) =

q)
( 3x + 4y² ) ( 3x + 4y² ) =

Rappel :


( a + b)² =

( a – b )² =

( a + b) ( a – b ) =

Ici encore il s’agit du produit de deux binômes, qui sont particuliers et que l’on a appelé les ………………………

8) Effectue

a)
(3x – 2y )² =



b)
( 5a² + 1 )² =

c)
(-4y – 3x² )² =



d)
( 7x – 4y² )² =

e)
( 5a + 3b ) ( 5a – 3b ) =


f)
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h)
( 4a²b – 3c ) ( 3c – 4a² ) =

i)
( 5a³ - 4b² )² =



j)
( 2x – 3 ) ( 2x + 3 ) + ( 3x + 5 )² =

k)
( 2a – 7b )² - ( 5a + 3b ) ( 5a – 3b ) =
l)
( x + 3 ) ( x² + 9 ) ( x – 3 ) ( x4 + 81 ) =

m)
( a + 5 ) ( a- 5 ) – ( 2a + 1 )² =

n)
( 5b + 3) ( 3 – 5b ) + 25b² - 9  = 

9) Complète les égalités suivante en t’aidant des produits remarquables :

(
[image: image21.wmf]7

6

x²-

) (
+
) = 


[image: image22.wmf]8

121

25

y

-


4 +

- 7x = (


-

)²

Rappels

Soustraction et addition de polynômes : 
- Avant d’effectuer l’opération,, on ordonne les polynômes. Ensuite, ne pas négliger de réduire les termes semblables du polynôme obtenu.

- Attention à la règle des signes lors de la soustraction !

Multiplication de polynômes : 

a)
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on a multiplié un monôme par un polynôme ; en première année, on a appelé cela la distributivité. 

- Attention à la règle des signes !

- Rappel : lorsqu’on multiplie deux facteurs identiques, on additionne leurs exposants 

- L’ opération inverse de la distribution est la mise en évidence
b)
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on a multiplié un polynôme par un polynôme en effectuant une double distributivité.

c)Tu connais aussi quelques cas particuliers de produit de polynômes, il s’agit des produits remarquables (voir les exercices).
D. Division de polynômes

Tu connais déjà la division de monôme par monôme. Cette opération revient à la simplification d’une fraction :
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Diviser un polynôme par un monôme ne pose pas de difficulté non plus ; il suffit de diviser chaque terme du polynôme par le monôme :
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Diviser un polynôme par un polynôme : cette division, aussi appelée division euclidienne, est comparable à la division de deux nombres. Nous utiliserons la même disposition que pour la division écrite :

exemple1 : (2x3 + 7x2 + 11x + 10) :(x+2)


(dividende D)


(diviseur d)
	 2x3 + 7x2 + 11x + 10

-2x3 – 4x2
           3x2 + 11x +10

          -3x2 – 6x

                    5x   +10

                   -5x   -10

                     (reste r) 0
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exemple2 :

	 -2x4 + 8x3        - 16x +8

  2x4         -4x2      

          8x3-4x2 – 16x + 8

        -8x3        + 16x

                -4x2           +8

               +4x2            -8

                                   0
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exemple3 :

	 14x3 - 29x2 + 20x - 5

-14x3 + 21x2 - 7x

           - 8x2 + 13x  - 5

          +8x2 - 12x + 4

                         x – 1
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Soit deux polynômes F et G ≠ 0

On peut trouver deux polynômes Q et R, respectivement quotient et reste de la division de F par G, tels que F = G . Q + R 
Le degré du reste est toujours inférieur au degré du diviseur

Si le reste est nul, alors F est divisible (exactement) par G.

Exercices

1) Les divisions suivantes se font exactement ; détermine le quotient

a)
x² + 5x + 6

par 
x + 2

b)
2x² + 24 – 14x


x – 3

c)
7x + 3x³ - 8x² - 2

3x – 2

d)
-3x² + 5x - + x³ - 6

x² - x + 3

e)
x4 – 3x + 3x³ - 1

x² - 1

2) Détermine le quotient et le reste des divisions suivantes

a)
x – x³ – 1  – 2x²

par
4 + 2x

b)
6x³ – x²  –1 + 2x

3x – 1

c)
4x² - x³ + 7 + 2x5 – 6x

4 – 3x – 2x²

d)
-x4 + 8x + 3x² - 1

x² - 2 – 2x

e)
x³ - 5x² - 6 + 11x

x - 2

Corollaire

Prenons le cas où le diviseur, est (x-a) ou (x+a) :

Le polynôme 
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est-il divisible  par (x-2) ?


Si oui, alors il existe Q tel que


Si non , alors il y a un reste et


P = Q . (x-2)





P = Q . (x-2) +R

Remplaçons x par 2 ; de cette manière,

Remplaçons x par 2 ; de cette manière,

(x-2) = (2-2)=0





(x-2)=(2-2)=0

donc P = Q . 0 = 0




donc P = Q . 0 + R = 0 + R = R

Vérifions, dans notre cas, en remplaçant x par 2 :



23 - 5.22 + 11.2 - 6  =  8 – 20 + 22 – 6 = 4

On trouve que P(2) = 4 

loi du reste de la division d’un polynôme en x par (x+a) ou (x-a)

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un polynôme en x soit divisible par (x-a) est que sa valeur numérique soit nulle en x=a. Sinon, cette valeur numérique est égale au reste de la division.

Sans effectuer la division, nous avons trouvé que P n’est pas divisible par (x-2) et que le reste de la division est 4.

Autre méthode pour faire la division : METHODE DE HORNER
Reprenons la division d’un polynôme par (x-a)

(3x³ - 10x² + 14x - 7) : (x - 2)

	 3x³ - 10x² + 14x - 7

-3x³ + 6x²

        - 4x² + 14x

         4x²    -  8x

                     6x – 7

                   -6x + 12

                            5
	x - 2

	
	3x ² -4x + 6




Solution : (3x³ - 10x² + 14x - 7) : (x - 2) = (3x² - 4x + 6) (x - 2) + 5

La méthode de Horner est très rapide ; elle peut être très utile pour factoriser, comme nous le verrons plus loin.

Exercices

1) Déterminer le quotient et le reste de la division de F par G en utilisant la méthode de Horner lorsque cela est possible. Vérifie ensuite ton calcul à l’aide de la loi du reste.

	
	F
	G

	A
	4x³ - 10x² + 11x - 5
	x - 1

	B
	4x³ + 10x² +11x - 5
	x - 1

	C
	x6 - 1
	x - 2

	D
	x5 – 6x³ - 8x – 2
	x - 3

	E
	2x4 – 5x³ + 6x² - 7x + 4
	x - 2

	F
	x5 + x4 – x³ - x²
	x +1

	G
	x5 + 32
	x + 2

	H
	7x³ - 5x² -17
	x

	I
	x³ - 8x² + 16x – 5
	x - 5

	J
	x5 + x4 – x³ - x²
	x + 1

	K
	4x³ - 5x² + 3x – 7
	x

	L
	3x3 – 20x² - 41
	x - 7

	M
	7x4 + 12x² + 16x³ + 8x + 3
	x + 3

	N
	3x² - 2x³ - x + 7 
	x - 2

	O
	4x³ - x² + 2x + 3
	x + 5

	P
	6x² -10x – 4
	2x – 4


2) Un seul des polynômes suivants n’est pas divisible par x – a . Lequel ?

x5 – a5 ; 2ax5 + 3a5x ; x5 + a5 ; x5 – ax4 – a²x³ + a³x²

3) Un  seul des polynômes précédents n’est pas divisible par x – a . Lequel ?

4) Montre que 

A. x4 + 2x³ - 4x² - 5x – 6 est divisible par (x – 2)(x + 3) 

B. x³ + 3x² - 16x – 48 est divisible par (x + 4)(x – 4)

C. x³ + 5x² - 8x – 48 est divisible par (x + 4)²

*5)  Détermine a pour que F soit divisible par G :

A. F = x² + ax + 12
G = x – 3




B. F = x³ + ax² + 19x – 12 
G = x - 1

C. F = 3x4 – ax³ + 8x² - 2ax – 20
G = x - 2

*6)  Ayant entrevu dans son livre de mathématiques l’expression 
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        x

      - x + x²

              x²

             -x² + x³
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                      …
	1 - x

	
	1 + x + x²+…




E.  Application1 : la factorisation, un outil puissant

Factoriser une expression algébrique, c’est décomposer cette expression en un produit de facteurs

Exemple :6axy + 2a²y = 2ay (3x + a)

Il s’agit de l’opération inverse de la distributivité.

On transforme donc une somme en un produit. Cette opération très importante en mathématiques est parfois difficile et se réalise essentiellement à l’aide de cinq méthodes : la division (avec Horner lorsque c’est possible), la mise en évidence, l’utilisation des formules des produits remarquables, la somme et le produit, et la méthode des groupements.

Les méthodes déjà vues sont donc l’utilisation des formules de produits remarquables, la division et la mise en évidence.

Voici quelques exemples qui en montrent l’utilité :

Simplification de fractions

 eq \s\do1(\f(x-3;2x² - 18)) =  eq \s\do1(\f(x-3;2(x – 3)(x + 3))) =  eq \s\do1(\f(1;2(x + 3)))
 eq \s\do1(\f(x² - 2x;x² - 4x + 4)) = 
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 =  eq \s\do1(\f(x;x - 2))
produit de deux ou plusieurs fractions

 eq \s\do1(\f(x – 5;x² + x - 6)) .  eq \s\do1(\f(x² - 4x + 4;2)) .  eq \s\do1(\f(x +3;x – 5)) =

factorisation de x² + x – 6.A l’aide de la loi du reste, on vérifie si ce polynôme est divisible par (x +1), (x – 1), (x + 2) ,(x – 2), etc. On trouve qu’il est divisible par (x-2). Avec Horner, on factorise facilement: x² + x – 6 = (x – 2)(x + 3)

 x² - 4x + 4 est un produit remarquable, et vaut (x – 2)²

on peut donc écrire le produit :

 eq \s\do1(\f(x – 5;x² + x - 6)) .  eq \s\do1(\f(x² - 4x + 4;2)) .  eq \s\do1(\f(x +3;x – 5)) =
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 .  eq \s\do1(\f(x +3;x – 5)) =  eq \s\do1(\f(x – 2;2))
remarque : il y a avantage à factoriser les polynômes intervenant dans un produit de fractions pour pouvoir ensuite simplifier le résultat.

Amplification de fractions

Pour amplifier une fraction, on multiplie les numérateur et dénominateur par un même facteur autre que 0

Exemple :  eq \s\do1(\f(x – 2;x - 5)) = 
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Somme de fractions

Pour additionner deux ou plusieurs fractions, on commence par mettre les termes de la somme au même dénominateur (par amplification), puis on additionne les numérateurs et l’on conserve le dénominateur commun.

Exemples :
  eq \s\do1(\f(x²;x + 1))+ eq \s\do1(\f(2x;x + 1))+ eq \s\do1(\f(1;x + 1)) = eq \s\do1(\f(x² + 2x + 1;x + 1)) =
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 eq \s\do1(\f(1+ x – y ;x + y)) =  eq \s\do1(\f(x + y;x + y)) +  eq \s\do1(\f(x – y;x + y)) =  eq \s\do1(\f(x + y + x – y;x + y))  =  eq \s\do1(\f(2x;x + y))
Exercices

1) factorise à l’aide d’une formule, après avoir mis en évidence

A. 6x² - 6 =

B. 4z² - 4 =

C. 0,9x³ - 3,6x =

D. x³ - x =

E. 3x4 – 12x² =

F. 2x² - 4x + 2 =

G. xy² + 2xy + x =

H. 20x² + 60x + 45 =

2) factorise les trinômes (loi du reste avec 1, -1, 2, -2, etc. puis Horner).

A. x²  +5x + 6

B. x² - 5x + 6

C. x² + 7x + 6

D. x² - 7x + 6

E. y² + 3y + 2

F. y² - 3y + 2

G. y² - y – 2

H. y² + y – 2

I. z² + 7z + 12

J. z² + 8z + 12

K. z² + 13z + 12

L. z² + z -20

3) parmi les polynômes suivants, trouve les deux seuls qu’il est impossible de factoriser.

A. x² - 4

B. x4 – 9

C. x5 – x7
D. 16x² + 24x + 9

E. x² + x + 1

F. x² + 17

G. x² + 3x + 2

H. x² + x + 1

I. x² + x – 20

J. 81 – x8
4) effectue et simplifie

A.  eq \s\do1(\f(x;x + y)) +  eq \s\do1(\f(y; x - y)) -  eq \s\do1(\f(2xy ; x² - y²)) =

B.  eq \s\do1(\f(2x;x – 2y)) +  eq \s\do1(\f(2y;x + 2y)) -  eq \s\do1(\f(6xy + 4y²; x² - 4y²)) =

C.  eq \s\do1(\f(x³ - x²y;x² - y²)) .  eq \s\do1(\f(x² + 2xy + y²;x² + xy)) =

D.  eq \s\do1(\f(x4 – 1;x² - 6x + 9)) .  eq \s\do1(\f(4x – 12;x² + 1)) =

*5) même exercice, mais un peu plus difficile

A.  eq \s\do1(\f(x³ + 2x² - 5x – 6;x + 3)) .  eq \s\do1(\f(1;x² – x – 2)) =

B.  eq \s\do1(\f(1;x² - 4x + 3)) -  eq \s\do1(\f(1;x² + x - 2)) =

C. ( eq \s\do1(\f(1;x)) -  eq \s\do1(\f(2;x²)) -  eq \s\do1(\f(3;x³))) : ( eq \s\do1(\f(1;x²)) - 1) =

D. 
[image: image48.wmf]÷
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*6) trouve cinq trinômes de la forme x² + bx + c (b et c sont des entiers compris entre –10 et 10) qu’il semble impossible de factoriser à l’aide de nombres entiers, puis soumets-les à un camarade.

L’argile est tournée en forme de vase, mais c’est le vide qui est au centre qui rend l’emploi possible.


Lao Tseu, VIe siècle av. J.C.








Règle :


- ordonner le dividende et le diviseur


- procéder à la division


- écrire le résultat sous la forme :


D = d . q + r


Dans cet exemple, la solution est :  


2x3 + 7x2 + 11x + 10 = (x + 2)( 2x2 + 3x + 5)


(le reste est nul)





Solution : 


-2x4 + 8x3 - 16x +8 = 


(2x2 – 4)(-x2 + 4x – 2)


(le reste est à nouveau nul)


Remarque : le degré du quotient est égal à la différence des degrés du dividende et du diviseur





Solution : 


14x3 - 29x2 + 20x - 5 


= (2x2 – 3x +1)(7x – 4) + (x – 1)





Remarque : le degré du reste est toujours inférieur au degré du diviseur








3	-10	14	-7





2		+6	-8	12





	3	-4	6	5


	





L’opération a-t-elle une fin ? Comment faire pour le vérifier ? Détermine, en faisant des essais, les valeurs permises pour x. Ensuite, détermine les 10 premiers termes pour les divisions suivantes : 


1 / (x+1) ; 1 / (1 – x – x²) ; 1/ (1 – 2x + x²)
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