PAGE  
1

La relation de Pythagore

I.  Une situation : Le portail automatique

Un portail automatique est actionné par un bras télescopique qui s’allonge ou se rétracte (à l’aide d’un moteur électrique) à la vitesse de 1,81 cm par seconde.


Les deux schémas suivants montrent, en vue de dessus, le

portail fermé et le portail ouvert.
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A l’aide des indications portées sur les dessins, calcule :

1) La longueur du bras lorsque le portail est fermé, puis lorsqu’il est ouvert.

2) Le temps nécessaire pour ouvrir (ou fermer) le portail.

     Astuce : Refait un schéma simplifié de la situation sur une feuille

II. Vers le théorème de Pythagore


Pour résoudre notre problème, nous devons donc déterminer une relation 

qui lie les mesures des côtés d’un triangle rectangle.

Voici quelques activités qui vont nous aider.

A. Découverte de la relation de Pythagore
Voici différents triangles dont les longueurs des côtés sont notées a,b et c.
a) Pour chaque triangle, complète le tableau proposé.

b) Observe tes résultats et conclus tes observations par une relation algébrique.
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Tu remarques que : …………………………………………………………


…………………………………………………………………………………..
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B. Illustration géométrique de la relation de Pythagore

La relation que tu as découverte au point précédent 
illustre la conservation des aires. 

A partir du triangle rectangle dont les côtés mesurent
3 cm, 4 cm et 5 cm, reconstitue à l’aide des 
différentes pièces ci-dessous, le puzzle proposé 
ci-contre.
Il matérialise clairement la relation qui existe entre 
les carrés des longueurs (les aires des carrés coloriés).


Pour trouver la solution, tu dois :

1. Recouvrir, en utilisant toutes les pièces, les carrés construis sur les cathètes (les côtés de l’angle droit).

2. Reconstruire avec les mêmes pièces, le carré construit sur l’hypothènuse.
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Pièces du puzzle : 
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Complète le théorème de Pythagore :



Dans tout triangle ……………………………, le carré de la longueur de 


………………………………. égale la …………………….. des carrés des 

  

longueurs des ………………………………………………………….
C. [image: image75.png]


La démonstration de la relation

A la rencontre de Garfield…..




Cette démonstration est attribuée à James Abraham

Garfield, citoyen américain né dans l’Ohio en 1831 et 
décédé dans le New-Jersey en 1881. Il obtint le brevet 
d’instituteur, étudia ensuite le droit et se lança dans la politique. En 
1880, il fut élu président des Etats-Unis. Il venait 
d’accéder à la fonction suprême, lorsqu’il fut abattu 

par un mécontent !


Le triangle rectangle dont les côtés mesurent respectivement a, b et c est dessiné deux fois. 

Les triangles ABC et CDE sont placés comme l’indique le dessin et forment le trapèze ABDE.
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1) Exprimons de deux façons l’aire du trapèze ABDE et découvrons 

   
ainsi la relation de Pythagore.
· Aire ABDE 
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· Aire ABDE 
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ou encore : ………= …………… + ………………. 

c’est-à-dire :  a²+b² = c²




On peut donc en déduire que :






1) 
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2) 
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3) 
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D. Application pratique
Prends une feuille de format A4 et découpe-la en suivant une diagonale.

a) Mesure la longueur de cette diagonale avec une latte et note ta réponse (approximative) en dessous.

La diagonale mesure environ ………………… cm

b) En utilisant la propriété découverte, retrouve la longueur de la diagonale de façon plus précise. Utilise ta calculatrice pour effectuer tes calculs.

Inscris le programme de ta calculatrice.

Calculs :

Programme de la calculatrice :

La diagonale mesure ……………………….cm.
E. Petit bout d’histoire
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III. La réciproque

A. Activité



Voici des tiges graduées de longueurs connues
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1. Compléter le tableau

	Tige
	AB
	CD
	EF
	GH
	IJ
	KL
	MN

	Longueur de la tige
	3
	
	
	
	
	
	

	Carré de la longueur
	
	
	
	
	
	
	


2. On peut trouver trois nombres de la dernière ligne du tableau tels que l’un soit la somme des deux autres. (Exemple : 25 = 9 + 16)

Trouve deux égalités de ce type.

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

3. Pour chacune des trois égalités ci-dessus, construis un triangle dont les côtés sont les tiges correspondantes.
4. A l’aide de ton équerre, vérifie si les triangles sont rectangles ou non.

5. Complète la phrase suivante 
Soit ABC un triangle, si 
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 alors le triangle ABC est

……………………………… en ……………….
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IV. Faisons le point
A. Le théorème de Pythagore

Exemple
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Théorème de Pythagore
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En résumé
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B. Détermination de la longueur d’un côté d’un triangle rectangle 

    connaissant la longueur des deux autres côtés



Comment déterminer la longueur de l’hypoténuse ?
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C. La réciproque du théorème de Pythagore


Exemple
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Réciproque du théorème de Pythagore
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Résumé
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V. Applications de la relation de Pythagore et de sa réciproque.

1. Détermine la longueur de l’hypoténuse des triangles rectangles suivants. Ecris la longueur sous forme de radicaux et propose une valeur approchée au centième près par défaut. (Les mesures sont données en cm).
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2. ABC est un triangle rectangle en A. Détermine la longueur manquante dans le tableau ci-dessous. 
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3. D’après les indications données sur la figure, calcule 
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4. Soit ABCD un carré de 7 cm de côté. Calcule la longueur de la diagonale.

5. Dans un triangle isocèle, la base mesure 3 m et le périmètre 11 m. Calcule la hauteur relative à la base.
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6. Calcule l’aire d’un triangle dont les côtés mesurent 5 cm, 12 cm et 13 cm.
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7. L’orage
Julia constate que la foudre a cassé son arbre préféré à 2 m du sol. La cime touche le sol à 7 m du pied de l’arbre. Quelle était la hauteur de l’arbre avant l’orage.
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8. L’arbre

Marc affirme que l’arbre mesure plus de 15 m. Cette affirmation est-elle vraie ou fausse ?
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9. L’échelle

Détermine la longueur de l’échelle ci-dessous sachant qu’elle atteint 7m lorsque son pied est a 2 m du mur.
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10. Le bâton (sur un cahier de 1876)

Un bâton de 1,4à m de longueur, enfoncé verticalement dans le sol à 


une profondeur de 0,15 m, a fait une ombre de 0,90 m.


Quelle est la distance de l’extrémité supérieure du bâton à l’extrémité 


de l’ombre ?
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11. Le cric
Un cric est un losange articulé dont les côtés mesurent 19 cm. A quelle hauteur soulève-t-il la caisse d’une voiture lorsque la diagonale horizontale mesure 11 cm ?
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12. Le terrain vague

Monsieur Crésus a possède un terrain VAGUE qu’il veut clôturer. 


Calcule la quantité de fil qu’il doit acheter ?
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13. L’aire du mur


Un peintre veut crépir ce mur. Mais pour cela, il faut d’abord calculer 


son aire. Peux-tu aider le peintre ?
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14. Le toit de la maison 

Pour couvrir le toit de la maison, il faut prévoir 20 tuiles au m². 


Quelle est la quantité de tuiles à acheter ?


(On suppose les deux parties du toit rectangulaires)



[image: image36.png]



15. La noue


Calcule la longueur de la noue de cette toiture.
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Noue : arête rentrante formée par la rencontre de deux versants du toit.


16. Les barreaux de la grille


Sept barreaux équidistants ferment ce porche en demi-cercle.
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Calcule à 1 cm près la longueur totale des barreaux en utilisant les 


indications de la figure. (On néglige l’épaisseur des barreaux).

17. La surprise finale


Le plafond est-il assez haut pour que Monsieur Bricoltou mette en 


place son meuble ?
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18. La rampe de l’escalier



L’escalier suivant comporte 17 marches ayant chacune 17 cm de 



hauteur et 26,4 cm de longueur.
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Pour éviter les chutes, on demande à un menuiser de construire une 


rampe à cet escalier. Calcule la longueur de la main courante [DE].
19. A l’heure du goûter

Une barre de chocolat au lait est emballée dans un petit prisme en carton dont la base est un triangle équilatéral. Les dimensions sont 



indiquées sur la figure.
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Calculer le volume de ce prisme à 10-2 cm³ près.

20. La pyramide de Khéops


Calcule la hauteur de la pyramide de Khéops dont la base est un 

carré de 232 m de côté et la hauteur d’une face triangulaire de 

186 m.
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VI. Construction d’un segment de longueur 
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A. Lorsque a est la somme de deux carrés

	EN PARTICULIER
	EN GENERAL

	Longueur du segment à construire : 
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.

On constate que 5 = ….. + ……

On en déduit que 
[image: image45.wmf]5

est la longueur de l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont les côtés de l’angle droit mesurent ………… et ………

On construit un triangle rectangle dont les côtés de l’angle droit mesurent ……………. et …………….
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La longueur de l’hypoténuse est ……………………


	Longueur du segment à construire : 
[image: image47.wmf]a


On constate que a = m² + n²

On en déduit que 
[image: image48.wmf]a

 est la longueur de l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont les côtés de l’angle droit mesurent m et n
On construit un triangle rectangle dont les côtés de l’angle droit mesurent m et n :
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La longueur de l’hypoténuse est 
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Exemple : Construis un segment qui mesure 
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 cm
B. Lorsque a est la différence de deux carrés 

	EN PARTICULIER
	EN GENERAL

	Longueur du segment à construire : 
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.

On constate que 21 = ….. - ……

On en déduit que 
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est la mesure d’un côté de l’angle droit d’un triangle rectangle où l’hypoténuse mesure ……………

et l’autre côté de l'angle droit mesure ……………

On construit un triangle rectangle où un coté de l’angle droit mesure ……. et l’hypoténuse mesure ……… à l’aide du compas.
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La mesure du deuxième côté de l’angle droit est 
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	Longueur du segment à construire : 
[image: image56.wmf]a


On constate que a = m² - n²

On en déduit que 
[image: image57.wmf]a

 est la mesure d’un côté de l’angle droit d’un triangle rectangle où l’hypoténuse mesure m et l’autre côté de l’angle droit mesure n
On construit un triangle rectangle où un coté de l’angle droit mesure n et l’hypoténuse mesure m à l’aide du compas.
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La mesure du deuxième côté de l’angle droit est 
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Exemple : Construis un segment de longueur 
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VII. Pythagore et proprietes du triangle rectangle
A. Les propriétés

La relation de Pythagore est un outil mathématique qui nous permet de déterminer la longueur d’un côté dans un triangle rectangle, de montrer qu’un triangle est rectangle mais aussi de démontrer quelques propriétés du triangle rectangle. En voici deux exemples que tu peux démontrer toi-même:
· Dans tout triangle rectangle, le carré de la hauteur relative à l’hypoténuse est égal au produit des segments qu’elle détermine sur l’hypoténuse.
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Albert Slosman explique dans La vie extraordinaire de Pythagore comment
ce fils de Mnésarchos est devenu Pythagore. A la fin de son séjour en Egypte, il
recut de ses maitres le nom de “Ptah-go-ra” (Ptah = Dieu, G6 = connaissance,
Ra = soleil) qui signifiait “celui qui connait Dieu autant que le soleil”. A son retour
de Gréce, ce surnom sera transformé en Pythagoras qui sera traduit par
Pythagore.





Données : MNP triangle rectangle
Thèse : h²= r. s

Outil : La relation de Pythagore


Démonstration :


Cette propriété peut aussi s’énoncer :

· Le carré construit sur la hauteur relative à l’hypoténuse d’un triangle rectangle a même aire que le rectangle qui a pour côté les deux segments qu’elle détermine sur l’hypoténuse.

· Dans tout triangle rectangle, le carré d’un côté de l’angle droit est égal au produit de l’hypoténuse et de la projection de ce côté sur l’hypoténuse.
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Données : 

1. MNP triangle rectangle en P

2. PQ hauteur relative a MN

3. MQ proj. de MP sur MN

4. QN proj. de PN sur MN







Thèses : 


1. b² = a . r

2. c² = a . s

Démonstration :

Cette propriété peut aussi s’énoncer :

· Dans tout triangle rectangle, le carré construit sur l’un des côtés de l’angle droit a même aire que le rectangle qui a pour côtés l’hypoténuse et la projection de celle-ci sur l’hypoténuse.

B. Exercices
1. Dans chacune des situations suivantes, calcule la valeur exacte de x.
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2. D’après le triangle donné, complète les valeurs manquantes du tableau 

[image: image62.png]



	
	a
	b
	c
	s
	h
	r

	1)
	7
	
	
	
	
	2

	2)
	9
	
	5
	
	
	

	3)
	
	
	
	3
	
	2

	4)
	
	
	6
	4
	
	

	5)
	
	5
	
	
	2
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