Racines carrées

Irrationnel : nombre que l’on ne peut écrire sous la forme d’une fraction
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Partir de ceci pour réexpliquer une grande partie de la leçon (voir méthodo : multiplication, division, encadrement de radicaux)
      Ce sont des triangles isocèles rectangles
Calculez la longueur des côtés des triangles :
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 pour trouver les deux autres longueurs)
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EQ \r(a) se lit  radical a ou racine carrée positive de a
    
a est la radicand
   
EQ \r(.) est le radical
   
-EQ \r(a) se lit racine carrée négative de a ou moins radical a
Remarque : le carré d’un réel est toujours positif donc le radicand doit toujours être positif et donc le radical d’un nombre négatif n’existe pas

=> 
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 n’existe pas (avec a positif)
Définition :

Le radical de a existe ssi a ≥ 0 (a est positif)
1) La racine carrée positive d’un réel a donné est le nombre positif (x) dont le carré vaut a  : x² = a ( x = 
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2) La racine carrée négative d’un réel a donné est le nombre négatif (y) dont le carré vaut a : y² = a ( y = - 
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Exemple : 

Exemple : 9 admet deux racines : 
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 = 3

car 3²= 9




       - 
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car (-3)² = 9
Tout nombre strictement positif admet deux racines opposées, une racine carrée positive et une racine carrée négative. 

Carré parfait
	Un carré parfait est un naturel qui est le carré d’un entier


Table des carrés parfaits à retenir

	a
	1
	4
	9
	16
	25
	36
	49
	64
	81
	100
	121
	144
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	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
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	-1
	-2
	-3
	-4
	-5
	-6
	-7
	-8
	-9
	-10
	-11
	-12


Racine carrée exacte ou non : 
Ne pas insister ( partir de l’intro. Histoire de la diagonale du carré de côté 1. Voir ci-dessous :
[image: image45.png]La premiére crise de I'histoire des mathématiques.

La découverte des nombres inationnels, c'est & dire des nombres que on ne peut pas écrire sous le forme dune fraction, est généralement attibuge aux
thagoriciens

L2 pithagriiens dérmontrrent irationite de +2 : Cete dscowerte seritcus & Hippase de Métaporte qui, aprés avoi efrin les régles deIa aterit en

divlguant sa découverte, pér dans un naufrage.

Cette découverte débouche sur la premiere crise de Mhistoire des mathématiques

En effet, les pythagariciens pour qui tout est norrbre (s entendent par I3, tout est entier ou rationnel) ne peuvent supporter Iapparition de nouvelles entités

numérigues. Toute leur vision du monde en est changée

La diagonale dun caré de coté 1 est 2, est une grandeur incommensurable, inexprimabie, alogon (indicible, privé de raison commune), puisqu'elle ne peut

pas stcrire sous la forme dune fraction

Clest une découverte trés dure pour la fraterité, puisqu'un de ses fondements, le lien capital entre les nombres et les grandeurs, fut brutalement rompu.




	1) Un nombre admet une racine carrée exacte s’il se décompose en un produit de facteurs premiers dont les exposants sont pairs
2) Un nombre n’admet pas de racine carrée exacte s’il ne se décompose pas en un produit de facteurs premiers dont tous les exposants sont pairs


2. Propriétés

Compare à l’aide de la calculatrice !
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+ faire noter contre-exemple : 









[image: image48.wmf](

)

(

)

²

2

²

2

-

¹

-



[image: image49.wmf])

2

(

-

 n’existe pas
Le carré de la racine d’un nombre positif est égale à la racine du carré de ce nombre
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a ≥ 0 : 
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et
EQ \r(4) . EQ \r(9) = 2.3 = 6   
La racine carrée d’un produit de plusieurs nombres positifs est égale au produit des racines carrées de chacun des facteurs (et réciproquement)
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a ≥ 0, b ≥ 0 : 
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EQ \r()
 = 
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 et 
  EQ \s\do1(\f(;EQ \r(4)))
 = 
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La racine carrée du quotient de deux nombres positifs est égale au quotient des racines carrées de ces deux nombres
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a ≥ 0, b › 0 : 
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 3 + 4 = 7
	Le racine carrée d’une somme de deux nombres positifs n’est pas égale à la somme des racines carrées de ces deux nombres


[image: image66.wmf]"

a ≥ 0, b › 0 : 
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Faire une analogie avec les familles de nombres : radical et mult ou div de la mm famille on peut donc les « détacher » l’un de l’autre mais radical et + ou – pas de la mm famille donc on ne peut pas. 
Analogie à : (a . b)² et (a + b)²
3. Encadrement de radicaux

S’aider de l’introduction (triangle ABC)

        1² ‹ 
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       =>
          1 ‹  
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   ‹ 2
             (1,4)² ‹ 
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 ‹ (1,5)²
       =>       1,4  ‹  
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   ‹ 1,5
Faire plusieurs fois : passer de 1² à (1,4)² en passant par (1,1)² ; (1,2)² …
	Encadrer un radical, c’est le situer entre deux nombres :

· un plus petit : la valeur approchée par défaut du radical
· un plus grand : la valeur approchée par excès du radical


Exercices : donne la valeur approchée par défaut et celle par excès de chacun des radicaux suivants : 
+ dire que les scientifiques utilisent plus les valeurs par défaut alors que les ingénieurs utiliseront plus les valeurs par excès
1) 
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à 10-2 près

2,23 ‹ 
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 ‹ 2,24 
2) 
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à 10-1 près

6,1 ‹ 
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 ‹ 6,2
3) 
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  ‹ 18
4) 
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à 10-3 près

11,532 ‹ 
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 ‹ 11,533
5) 
[image: image82.wmf]83

 
à 10-5 près

9,11043 ‹ 
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 ‹ 9,11044
Exercices : calcule la valeur approchée :

1) Par défaut à l’unité près de 
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 : 35
2) Par excès à 10-3 près de 
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 : 15,525
3) Par défaut à 10-5 près de 
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 : 8,60232
4) Par excès à 10-1 près de 
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 : 27,5
5) Par défaut à 10-4 près de 
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 : 9,2736
6) Par excès à 10-2 près de 
[image: image89.wmf]14587

 : 120,78
4. Simplification

Compare les longueurs des côtés triangle ABC et le triangle GHI sur le dessin ci-dessous : faire par calcul et par observation

Vérifier par calcul :

Mettre au carré


OU

mettre sous forme de radicaux         

les nombres qui ne le sont pas
(3
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3. 
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Et 
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	- Si l’exposant affecté à un facteur premier est pair, on ne change rien

- Si l’exposant est 1, on ne change rien non plus

- Si l’exposant affecté à un facteur premier est impair et différent de 1, il faut écrire le facteur premier sous la forme d’un produit de deux facteurs :
    -> 1er facteur : le facteur premier

    -> 2ème facteur : le facteur premier affecté de l’exposant de départ diminué de 1


Exemple : Si  n = 7 => n est impair



          Alors yn = y7 = y . y 6


 Aide mémoire pour simplifier des radicaux :  

1) Décomposer en facteurs premiers
2) « Faire apparaître les carrés » (voir encadrer du dessus pour plus de précision)

3) Extraire les carrés de le racine, « les faire tomber » [expliquer la méthode en expliquant par exemple que 24 = (2²)²]
4) Calculer la valeur du radicand en multipliant les nombres premiers restants

Exemples :     
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+ décomposition en facteurs premiers
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        = 6 
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+ décomposition en facteurs premiers

Exercices : leur faire faire la décomposition en facteurs premiers
Simplifie 
1)   EQ \r(25)  =  
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2) EQ \r(121) =  
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3) EQ \r(980) = 
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4) EQ \r(125)  = 
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5)  EQ \r(8)  = 
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6) EQ \r(176) =  
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7) EQ \r(500) = 
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8) EQ \r(384) = 
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9) EQ \r(27) = 
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10) EQ \r(120) = 
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5. Opérations
A. Addition et soustraction
Exemples :   découverte par la mise en évidence des radicaux communs et par le remplacement des radicaux semblables par des lettres
4a + 5a – 2a = 7a


4 EQ \r(2) + 5 EQ \r(2) – 2 EQ \r(2) = EQ \r(2).(4 + 5 – 2) 







= 7EQ \r(2)
5a – 3b + 2a + 9b = 7a + 6b

5 EQ \r(6) – 3 EQ \r(7) + 2 EQ \r(6) + 9 EQ \r(7) = EQ \r(6).(5+2) + EQ \r(7).(-3 + 9) 









 = 7EQ \r(6) + 6EQ \r(7)
3a + b – c = 3a + b – c

3 EQ \r(8) + EQ \r(32) - EQ \r(72) = 3
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         = 3
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         = 3.2EQ \r(2) + 2²EQ \r(2) – 2.3EQ \r(2)



     


         = 6EQ \r(2) + 4EQ \r(2) – 6EQ \r(2) 



  


         = EQ \r(2).(6 + 4 - 6) = 4EQ \r(2)
Marche à suivre pour additionner ou soustraire des radicaux  :
( expliquer partie rationnelle et irrationnelle :
· rationnelle : le nombre peut s’écrire sous la forme de fraction

· irrationnelle : on ne peut écrire l’expression sous forme de fraction 


-> radicaux

	Pour effectuer la somme ou la différence de radicaux, il faut : 

· simplifier les radicaux
· effectuer la somme ou la différence des coefficients des radicaux semblables (radicaux semblables = deux radicaux ayant le même radicand) => dire que c’est comme pour le calcul littéral


Exercices – effectue :    
1) 3 EQ \r(2) + EQ \r(8) – 2 EQ \r(2) = 3EQ \r(2) + 
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 – 2 EQ \r(2) = 3EQ \r(2) + 2EQ \r(2)  – 2 EQ \r(2) = 3EQ \r(2)
2) 4 EQ \r(27) – 2 EQ \r(48) - EQ \r(75) = 
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   = -10
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3) 4 EQ \r(54) + 3 EQ \r(96) – 7 EQ \r(216) = 4
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= -18
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4) EQ \r(18) - EQ \r(50) + EQ \r(8) = 
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 = 3EQ \r(2) - 5EQ \r(2) + 2EQ \r(2) = 0
5) 5 EQ \r(54) – 3 EQ \r(24) + 2 EQ \r(6) =  5
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               = 11
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6) 3 EQ \r(8) + EQ \r(32) - EQ \r(72) – 2 EQ \r(128) = 3
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   = 6EQ \r(2) + 4EQ \r(2) - 6EQ \r(2) - 16EQ \r(2) = -12EQ \r(2)
7) 3 EQ \r(20) - EQ \r(125) + EQ \r(320) – 2 EQ \r(245) = 3
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 = -5
[image: image192.wmf]5


8) EQ \r(27) + EQ \r(12) + 2 EQ \r(28) – 2 EQ \r(63) = 
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9) 3 EQ \r(80) + 2EQ \r(27) – 2 EQ \r(45) – 2 EQ \r(48) = 3
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10) 2 EQ \r(20) + 4 EQ \r(5) + 2 EQ \r(12) + 3 EQ \r(27) = 2
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B. Multiplication et division
Exemples :  

EQ \r(2) . EQ \r(6) = 
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 = 
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 = 2EQ \r(3)

2EQ \r(3) . 7 EQ \r(3) = 2.7
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 = 2.7.9 = 126

EQ \r(28) . EQ \r(63) = 
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EQ \s\do1(\f( ;EQ \r(7)))
  . EQ \s\do1(\f( ; EQ \r(75)))
 = 
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Marche à suivre pour multiplier ou diviser des radicaux  :

	Pour effectuer le produit ou le quotient de radicaux, il faut : 

· Simplifier les radicaux
· Appliquer la propriété relative à la racine carrée d’un produit/d’un quotient
· Simplifier si possible le nouveau radicand
· Pour la multiplication, multiplier les parties rationnelles entre elles et les parties irrationnelles entre elles (comme dans le calcul littéral)
· Pour la division, simplifier la fraction obtenue


Suppression des radicaux au dénominateur (rendre le dénominateur rationnel) : marche à suivre
	1) Le dénominateur est un monôme avec un radical :

· simplifier les radicaux

· multiplier chaque terme de la fraction par la racine carrée présente au dénominateur

· appliquer aux deux termes de la fraction la propriété relative au produit des radicaux

· déterminer la racine carrée exacte du dénominateur

· simplifier, si possible, la fraction obtenue

2) Le dénominateur est un binôme dont au moins l’un des termes contient une racine carrée :

· simplifier les radicaux
· multiplier chaque terme de la fraction par le binôme conjugué du dénominateur (opération opposée à celle du dénominateur)

· appliquer le produit remarquable : différence entre deux carrés => (a + b)(a – b) = a² - b ²

· réduire l’expression au maximum et simplifier
· simplifier, si possible, la fraction obtenue


Exercices – effectue :  
1) 2 EQ \r(12) . 3 EQ \r(75) = 2
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3) 
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4) 2 EQ \r(56) . 5 EQ \r(24) . EQ \r(21)= 2
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6) EQ \s\do1(\f( ; EQ \r(3)))
  . EQ \s\do1(\f( ; EQ \r(3)))
 = 
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9) 3 EQ \r(1349) . EQ \r(1349) = 3
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6. Equations
Comment résoudre une équation du type : x² = a

+ représenter les solutions sur la droite des nombres
	· Si a est positif, l’équation x² = a  admet deux solutions : 
[image: image276.wmf]a

 et -
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Exemple :   x² = 5

            <=>  x² - 5 = 0

            <=> (x – 
[image: image278.wmf]5

)(x + 
[image: image279.wmf]5

) = 0

            <=> x = 
[image: image280.wmf]5

     ou     x = -
[image: image281.wmf]5


· Si a est négatif, l’équation x² = a n’admet pas de solution 

Exemple :   x² = 6   => n’admet pas de solutions car 
[image: image282.wmf]6

-

n’existe pas


Exercices :

1. x² = 25

<=> x² - 25 = 0
<=> (x – 
[image: image283.wmf]25

)(x + 
[image: image284.wmf]25

) = 0

<=> x = 5
ou
x = -5
2. 7x² = 63

<=> 7x² - 63 = 0
<=> 7(x² - 9) = 0

<=> 7(x - 
[image: image285.wmf]9

)(x + 
[image: image286.wmf]9

) = 0

<=> x = 3
ou
x = -3
3. 2(x² - 6) = 12

<=> 2x² - 12 – 12 = 0
<=> 2x² - 24 = 0

<=> 2(x² - 12) = 0

<=> 2(x - 
[image: image287.wmf]12

)(x + 
[image: image288.wmf]12

) = 0

<=> x = 
[image: image289.wmf]12


ou
x = -
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<=> x = 2
[image: image291.wmf]3


ou
x = -2
[image: image292.wmf]3


4. x² - 3 = 5

<=> x² - 3 – 5 = 0
<=> x² - 8 = 0

<=> (x – 8)(x + 8) = 0

<=> x = 8
ou
x = -8
5. 2x² + 1 = x² - 8

<=> 2x² + 1 – x² + 8 = 0
<=> x² + 9 = 0

<=> (x + 3) (x – 3) = 0

<=> x = -3
ou
x = 3
7. Application des radicaux : conditions d’existence des racines carrées
Que faut-il à l’équation ci-dessous pour être sûr qu’elle existe ?
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=> Il faut être sûr que : 

2x – 5 ≥ 0





      <=> 2x ≥ 5






      <=> x ≥ 
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+ représenter sur la droite des nombres


[image: image295.wmf]Þ

C’est ce que l’on appelle les conditions d’existence
Exercices : trouve les conditions d’existence des radicaux suivants 
Ajouté la représentation de la solution obtenue sur la droite des nombres
1) 
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<=> 3x ≥ 0



<=> x ≥ 0

2) 
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ssi x › 0

3) 
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4) 
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ssi 4 – 9x ≥ 0

<=> -9x ≥ -4

<=> 9x ≥ 4

<=> x ≥ 
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5) 
[image: image307.wmf]21

2

-

x





[image: image308.wmf]$

ssi 2x – 21 ≥ 0



<=> 2x ≥ 21



<=> x ≥ 
[image: image309.wmf]4
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8. Applications – Exercices récapitulatifs 
A. Complète les égalités suivantes
1) 
[image: image310.wmf]......

 = 11

2) 
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 = ……………

3) 
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 = 7
4) 
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 = ……………

5) 
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 = 576

6) 
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B. Simplifie

1) 
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16) 
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17) 
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18) 
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C. Effectue 

1) 
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[image: image337.wmf]128

4

98

2

162

3

+

-

-


3) 
[image: image338.wmf]5

45

5

+


4) 
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5) 
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D. Résous les équations suivantes

1) x² - 32 = 0
2) x² = 3
3) 7x² - 1575 = 0

4) 3x² - 5 = x² + 2

5) 3x² - 9 = 2x² + 25

6) 3x² - 11 = 0

E. Encadre les radicaux suivants

1) A l’unité près : -
[image: image346.wmf]250


2) A 10-5 près : 
[image: image347.wmf]17


3) A 10-2 près : 
[image: image348.wmf]155


4) A 10-6 près : 
[image: image349.wmf]23


5) A l’unité près : 
[image: image350.wmf]572


6) A 10-4 près : 
[image: image351.wmf]8


7) A 10-3 près : 
[image: image352.wmf]131


8) A 10-1 près : 
[image: image353.wmf]2832


9) A 10-5 près : 
[image: image354.wmf]674


10) A 10-3 près : 
[image: image355.wmf]937


F. Trouve la valeur approchée

1) Par défaut à 10-4 près de 
[image: image356.wmf]675


2) Par excès à 10-1 près de
[image: image357.wmf]7841


3) Par défaut à l’unité près de
[image: image358.wmf]624


4) Par excès à 10-3 près de
[image: image359.wmf]136


5) Par défaut à 10-6 près de
[image: image360.wmf]1647


6) Par excès à 10-2 près de
[image: image361.wmf]87


7) Par défaut à 10-4 près de
[image: image362.wmf]973


8) Par excès à 10-3 près de
[image: image363.wmf]14


9) Par défaut à 10-5 près de
[image: image364.wmf]378


10) Par excès à l’unité près de 
[image: image365.wmf]3946



G. Problèmes (faire le schéma)

1) En traversant la route en diagonale, un piéton commet une infraction. Quelle est la distance, au cm près par défaut, parcourt-il en moins ?








2) La diagonale d’un carré mesure 6cm. Détermine la valeur approchée par excès à 10-2 près de la longueur du côté de ce carré.
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