Le théorème de Pythagore et le calcul algébrique
ou

Pour trouver des triples de Pythagore
Voici une activité qui lie l'exploitation du théorème de Pythagore et le calcul algébrique.
Il est à exploiter au niveau d'une 3ème année du secondaire.

Cet exercice est inspiré d'un chapitre de "Les maths qui tuent!" de Kjartan Poskitt / Rob Davis aux Edition "Le Pommier". Comme la plupart des ouvrages d'inspiration anglo-saxonne, l'auteur développe des thèmes, des procédures qui suscite l'étonnement, la curiosité mais ne justifie que rarement ce qu'il décrit. Cela heurte souvent les esprits cartésiens  mais que cela ne m'empêche pas de recommander la lecture de ce livre à tous les professeurs de mathématiques (coût ( 10 €).
Observation en classe:


La figure ci-contre est un carré de 3 unités de côté.

L'aire de la partie rouge est donc de 4 unité d'aire.

L'aire de la partie rouge est donc de 5 unité d'aire.

On remarque que 
5² = 3² + 4²

Il semble donc que la mesure du côté du carré, le nombre de carrés rouges (ou l'aire de la figure rouge) et le nombre de carrés bleus (ou l'aire de la figure bleue)  soient les mesures des côtés d'un triangle rectangle
En est-il toujours de même?
Exploitation d'une situation similaire 

(Soit en recherche personnalisée en classe, soit en préparation, selon le niveau général)
On donne la figure ci-dessous et on demande de l'exploiter de manière analogue à la situation d'observation:


Les élèves constateront que 5² + 12² = 13².
Montrer que l'égalité se vérifie dans deux cas, ce n'est pas suffisant pour affirmer que l'égalité est toujours vraie! Il faut examiner "le cas général".
La construction conduit toujours à la découverte d'un triple de Pythagore
1. Peut–il s'agir de n'importe quel carré?


La mesure du côté doit être un nombre impair
2. Comment note–t–on un nombre impair?

Si n est un nombre entier
Alors 2.n + 1 est toujours un nombre impair.

3. Compléter la figure ci–dessous




4. Que doit–on vérifier?
Aire de C + (Aire de A)² = (Aire de B)²
5. Calculons.
a. Aire de C : (2.n + 1)² = 4n² + 4n + 1
b. Aire de A : n.(2.n + 1) + (n+i) = 2n² + 2n +1

et  (Aire de A)² = (2n² + 2n + 1)² = 4n4 +8n3 +8n² +4n +1 

(le résultat s'obtiendra par double distributivité si la formule n'est pas connue)

c. Aire se B : n.(2n + 1) + n = 2n² + 2n
et  (Aire de B)² = (2n² + 2n )² = 4n4 +8n3 +4n² 

(le résultat s'obtiendra par double distributivité si la formule n'est pas connue)

6. Constatons que 

Quel que soit le nombre entier n, l'égalité
4n4 +8n3 +8n² +4n +1  = [4n² + 4n + 1] + [4n4 +8n3 +4n² ] est toujours vraie.
et donc que

En choisissant un nombre impair pour côté d'un carré, il y a toujours moyen, par découpage, de découvrir un triple de Pythagore.
7. Refaire l'expérience avec un carré de 9x9

Rép.: (41, 40, 91)

8. Quel triple découvrirait-on en partant d'un carré de 21x21?

Rép.: (221, 220, 21)
9. Peut– on trouver par cette méthode tous les triples de Pythagore existants?

Piste : si a² = b² + c²,  alors 4a² = 4b² + 4c² ou (2a)² = (2b)² + (2c)² et (2a, 2b, 2c) est aussi un triple de Pythagore et dans ce triple, il n'y a pas de nombre impair
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Aire de cette surface A?





Aire de cette surface B?





Aire du carré C?
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